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ТРИ ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ГИПОТЕЗЫ
ОБ ОДНОЙ ОЦЕНКЕ ИНТЕГРАЛОВ
Р.А. Баладай, Б.Н. Хабибуллин
Аннотация. В работе выдвигается гипотеза о точной оценке неко-
торого определенного несобственного интеграла, зависящего от па-
раметра λ ∈ (0,+∞), через заданную оценку другого определенного
интеграла, зависящего от двух параметров t ∈ [0,+∞) и λ. Такая
точная оценка доказана здесь для λ 6 1. Кроме того, получена неко-
торая оценка и при λ > 1. Последняя оценка, по-видимому, не точ-
ная. Мы приводим также две гипотезы, эквивалентные исходной. Ис-
токи наших гипотез — экстремальные задачи для целых, мероморф-
ных и плюрисубгармонических функций нескольких переменных.
Ключевые слова:несобственный интеграл, оценка, неравенство, це-
лая функция, мероморфная функция, плюрисубгармоническая фун-
кция, проблема Пэли
Abstract. We offer a conjecture on sharp estimation of a definite
improper integral depend on a parameter λ ∈ (0,+∞) by means of given
estimate of other definite integral depend on parameters t ∈ [0,+∞)
and λ. Such sharp estimate is proved for λ 6 1. Besides, an estimate is
obtained for λ > 1. The last estimate is not exact seemingly. We give also
two conjectures that are equivalent to the original conjecture. Sources
of our conjectures are extremal problems for entire, meromorphic, and
plurisubharmonic functions of several variables.
Keywords: improper integral, estimate, inequality, entire function, me-
romorphic function, plurisubharmonic function, Paley problem
1. Введение
«Положительность» («отрицательность») всюду в работе означает “> 0 ”
(соотв.1 “6 0 ”), где отношение порядка 6 и нулевой элемент 0 на рассматри-
ваемом множестве, как правило, естественны по контексту.
Через N, Z, R, C обозначаем множества всех соотв. натуральных, целых,
вещественных и комплексных чисел; [−∞,+∞] := {−∞} ∪ R ∪ {+∞} — рас-
ширенная вещественная ось с естественным отношением порядка.
Функция φ : I → [−∞,+∞], I ⊂ [−∞,+∞], возрастающая (соотв. убываю-
щая), если для любых x1, x2 ∈ I неравенство x1 6 x2 влечет за собой нестрогое
неравенство φ(x1) 6 φ(x2) (соотв. φ(x1) > φ(x2)). Если же для любых x1, x2 ∈ I
из строгого неравенства x1 < x2 следует строгое неравенство φ(x1) < φ(x2)
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(соотв. φ(x1) > φ(x2)), то φ — строго возрастающая (соотв. строго убываю-
щая) функция на I. Через Inc(I) обозначаем множество всех возрастающих
функций на I. Верхний индекс “+”, наряду с тем, что обозначает положи-
тельную часть a+ := max{a, 0} (соотв. φ+ := sup{φ, 0}) числа a или функции
φ : · → [−∞,+∞], используется также для обозначения всех положительных
элементов из множества или класса функций. Так, подмножество всех поло-
жительных функций из Inc(I) обозначаем Inc+(I).
Функция φ : [a, b) → R, [a, b) ⊂ [0,+∞], выпуклая относительно2 log, если
функция x 7→ φ(ex) выпуклая на интервале [log a, log b) ⊂ [−∞,+∞].
В сязи с исследованием в работе [1, Теоремы 1, 2] экстремальных задач о
росте плюрисубгармонических, целых и мероморфных функций комплексных
переменных в завершение обзора [2, Commentary] была выдвинута
Гипотеза 1. Пусть функция S ∈ Inc+
(
[0,+∞)
)
выпуклая относительно log
и для λ > 1/2 и 2 6 n ∈ N выполнено неравенство
(1)
∫ 1
0
S(tx)(1 − x2)n−2xdx 6 tλ для всех t ∈ [0,+∞).
Тогда
(2)
∫ +∞
0
S(t)
t2λ−1
(1 + t2λ)2
dt 6
pi(n− 1)
2λ
n−1∏
k=1
(
1 +
λ
2k
)
.
Если Гипотеза 1 верна, то в точности оценки (2) при условии (1) легко убе-
диться на примере возрастающей выпуклой относительно log функции
Sλ,n(t) := 2(n− 1)
n−1∏
k=1
(
1 +
λ
2k
)
tλ =: cλ,nt
λ, t ∈ [0,+∞), λ >
1
2
,
где постоянная cλ,n определена последним равенством. Для Sλ,n в (1) и (2)
достигается равенство. Действительно, в обозначениях Γ и B для классических
гамма- и бета-функций Эйлера [3, гл. VII, § 1] получаем (см. (1))
(3)
∫ 1
0
Sλ,n(tx)(1 − x
2)n−2xdx =
cλ,n
2
tλ
∫ 1
0
x(λ/2+1)−1(1− x)(n−1)−1 dx
=
cλ,n
2
tλB(λ/2 + 1, n− 1) =
cλ,n
2
tλ
Γ(λ/2 + 1) Γ(n− 1)
Γ(λ/2 + n)
=
cλ,n
2
tλ
(λ/2)Γ(λ/2) (n− 2)!
Γ(λ/2) (λ/2) (λ/2 + 1) · . . . · (λ/2 + (n− 1))
= cλ,n
1
2(n− 1)
n−1∏
k=1
(
1 +
λ
2 k
) tλ = tλ,
а также (см. (2))
(4)
∫ +∞
0
Sλ,n(t)
t2λ−1
(1 + t2λ)2
dt = −
cλ,n
2λ
∫ +∞
0
tλ d
1
1 + t2λ
=
cλ,n
2λ
∫ +∞
0
1
1 + t2λ
dtλ =
cλ,n
2λ
∫ +∞
0
1
1 + s2
ds =
pi(n− 1)
2λ
n−1∏
k=1
(
1 +
λ
2k
)
.
2Если не указано основание логарифма у log, то оно равно числу e, т. е. это функция ln.
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2. Случай лишь положительной возрастающей функции S
В этом разделе мы получим некоторые оценки для интеграла (2) от функции
S без каких-либо условий выпуклости. Так, при λ 6 1 справедлив следующий
более общий вариант Гипотезы 1.
Утверждение 1. Пусть S ∈ Inc+
(
[0,+∞)
)
— непрерывная функция и для
1
2
6 λ 6 1
и 2 6 n ∈ N выполнено (1). Тогда имеет место неулучшаемая оценка (2).
Доказательство. Сначала дадим грубую оценку функции S при произвольном
значении параметра λ. Такая оценка, в частности, необходима нам для сходи-
мости возникающих в ходе доказательства различных интегралов и для суще-
ствования некоторых пределов. Применения этой Леммы 1 далее не объявля-
ются.
Лемма 1. Пусть S ∈ Inc+
(
[0,+∞)
)
, λ > 0 и для 2 6 n ∈ N выполнено (1).
Тогда
S(x) 6 2(n− 1)
(
1 +
λ
2(n− 1)
)n−1 (
1 +
2(n− 1)
λ
)λ/2
xλ при всех x > 0.
Доказательство леммы 1. Для произвольного числа a ∈ [0, 1] в силу возрас-
тания S имеем
S(at) 6
∫ 1
a
S(tx)(1− x2)n−2xdx
/ ∫ 1
a
(1− x2)n−2xdx
(1)
6 tλ
/ ∫ 1
a
(1− x2)n−2xdx =
2(n− 1)
(1− a2)n−1
tλ = 2(n− 1)
1
aλ(1− a2)n−1
(at)λ.
Используя замену x = at, а затем минимизируя по a ∈ [0, 1] дробь в правой
части, получаем требуемое (1). 
Далее нам удобнее перейти к новым переменным: обозначить переменную t
через r, rx заменить на t, а вместо функции S рассмотреть функцию
T :=
1
2(n− 1)
S.
Тогда неравенство (1) записывается в виде
(5) 2(n− 1)
∫ r
0
T (t)(r2 − t2)n−2t dt 6 rλ+2(n−1) для любых r > 0,
а неравенство (2) перейдет в требующее доказательства неравенство
(6)
∫ +∞
0
T (t)
t2λ−1
(1 + t2λ)2
dt
?
6
pi
4λ
·
n−1∏
k=1
(
1 +
λ
2k
)
.
Для непрерывной функции f на [0,+∞) введем интегральный оператор
(7) Ik(r; f) :=
∫ r
0
f(t)(r2 − t2)ktdt, r > 0, k ∈ N.
В частности, интеграл из (5) есть в точности In−2(r;T ).
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Далее, введем в рассмотрение операторы L и M , действующие на диффе-
ренцируемые функции g : (0,+∞)→ R по правилу
(8) L[g](r) :=
1
r
· g′(r), M [g](r) := −
d
dt
(
1
t
· g(t)
) ∣∣∣∣
t=r
, r > 0.
Легко показать, что
Lp[Ik(·; f)](r) = 2
p k!
(k − p)!
Ik−p(r; f), p 6 k,(9)
Lk+1[Ik(·; f)](r) = 2
kk! f(r),(10)
где p-ая степень оператора означает его k-кратную суперпозицию.
Лемма 2. Предположим, что функции g и ϕ соотв. p раз и q + 1 раз непре-
рывно дифференцируемы на (0,+∞) и существуют пределы
lim
t→0,+∞
1
t
Lp−1[g](t) ·M q[ϕ](t) = 0.
Тогда ∫ +∞
0
Lp[g](t)M q[ϕ](t) dt =
∫ +∞
0
Lp−1[g](t)M q+1[ϕ](t) dt,
если интегралы сходятся.
Лемму 2 легко доказать интегрированием по частям.
Лемма 3. Пусть
(11) ϕλ(t) :=
t2λ−1
(1 + t2λ)2
, t > 0.
Тогда для всех q = 0, 1, . . . имеют место соотношения
M q[ϕλ](t) = O(t
−2λ−1−2q) при t→ +∞,(12)
M q[ϕλ](t) = O(t
2λ−1−2q) при t→ 0.(13)
Кроме того, при λ 6 1 выполнено условие положительности
(14) M q[ϕλ](t) > 0 для всех t > 0.
Доказательство. Соотношения (12) и (13) можно получить, представляя фу-
нкцию ϕλ в виде ряда по степеням от соотв. t
−λ при t→ +∞ и tλ при t→ 0.
Для доказательства (14) при λ 6 1 введем для 0 6 β 6 2 класс функций
K(β), являющихся линейными комбинациями с положительными коэффицен-
тами функций вида
ψ(t) =
1
tα(1 + tβ)k
, α > −1, k > 0.
Например, для нашей функции из (11) имеем ϕλ ∈ K(2λ) при λ 6 1. Поэтому
для получения (14) достаточно показать, что M [ψ] ∈ K(β) для ψ ∈ K(β). Для
0 6 β 6 2 и α > −1 получаем
M [ψ](t) = −
d
dt
1
t1+α(1 + tβ)
k
=
1+ α
t2+α(1 + tβ)
k
+
kβ
t2−β+α(1 + tβ)
k+1
∈ K(β).
Лемма 3 доказана. 
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Лемма 4. Для всех k = 0, 1, . . . и p = 0, 1, . . . , k + 1
(15) Lp[Ik(·;T )](r) = O
(
rλ+2(k+1−p)
)
, r → 0,+∞.
Доказательство. Для p = k + 1 из равенства (10) имеем
Lk+1[Ik(·;T )](r) = 2
k · k!T (r) = O(rλ) = O
(
rλ+2(k+1−p)
)
, r → 0,+∞.
Для p 6 k из равенства (9) следует
Lp[Ik(·;T )](t) = O
(
Ik−p(r;T )
)
= O
( ∫ r
0
tλ+1(r2 − t2)k−p dt
)
= O
(
r2(k−p)
∫ r
0
tλ+1 dt
)
= O
(
rλ+2(k+1−p)
)
, r → 0,+∞.
Лемма 4 доказана. 
Лемма 5. Для p+ q = n− 1, где p > 0 и q > 0, имеем
lim
t→0,+∞
1
t
Lp−1[In−2(·, T )](t)M
q[ϕλ](t) = 0.
Доказательство. По Леммам 3 и 4 при t→ 0 получаем
1
t
Lp−1[In−2(·, T )](t)M
q[ϕλ](t) =
1
t
O
(
tλ+2(n−p)
)
·O
(
t2λ−1−2q
)
= O(t3λ).
По тем же Леммам 3 и 4 при t→ +∞ имеем
1
t
Lp−1[In−2(·, T )](t)M
q[ϕλ](t) =
1
t
O
(
tλ+2(n−p)
)
· O
(
t−2λ−1−2q
)
= O(t−λ).
Лемма 5 доказана. 
Закончим доказательство Гипотезы 1 для λ 6 1. По (10) левая часть (6)
равна
J
(11)
:=
∫ +∞
0
T (t)ϕλ(t) dt
(8)−(7)
=
1
2n−2 · (n− 2)!
∫ +∞
0
Ln−1[In−2(·, T )](t)M
0[ϕλ](t) dt
Используем n− 1 раз Лемму 2 и получим
J =
1
2n−2 · (n− 2)!
∫ +∞
0
L0[In−2(·, T )](t)M
n−1[ϕλ](t) dt
=
1
2n−2 · (n− 2)!
∫ +∞
0
(∫ t
0
T (τ)(t2 − τ2)n−2τ dτ
)
Mn−1[ϕλ](t) dt.
Отсюда по соотношение (14) Леммы 2 из условия (5) ввиду положительности
функции Mn−1[ϕλ] для λ 6 1 получаем
J 6
1
2n−1 · (n− 1)!
∫ +∞
0
tλ+2(n−1)Mn−1[ϕλ](t) dt
=
1
2n−1 · (n− 1)!
∫ +∞
0
L0
[
tλ+2(n−1)
]
Mn−1[ϕλ](t) dt.
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Вновь используя n− 1 раз Лемму 2, устанавливаем оценку
J 6
1
2n−1 · (n− 1)!
∫ +∞
0
Ln−1
[
tλ+2(n−1)
]
ϕλ(t) dt
=
1
2n−1 · (n− 1)!
∫ +∞
0
t3λ−1
(1 + t2λ)2
dt ·
n−1∏
k=1
(λ+ 2k)
=
1
2λ
∫ +∞
0
t1/2
(1 + t)2
dt ·
n−1∏
k=1
(
1 +
λ
2k
)
.
Отсюда, интегрируя по частям последний интеграл, получаем
J 6
1
4λ
∫ +∞
0
t−1/2
(1 + t)
dt ·
n−1∏
k=1
(
1 +
λ
2k
)
.
Интеграл здесь легко (после Л. Эйлера) вычисляется с помощью вычетов и
равен pi [3, гл. V, 74, Пример 3]. Значит последнее неравенство совпадает с
неравенством (6). Это завершает доказательство Гипотезы 1 для λ 6 1. 
3. Эквивалентные версии Гипотезы 1
Лемма 6 ([4, Предложение 5.1]). Функция S : [0,+∞) → R с S(0) = 0 —
возрастающая и выпуклая относительно log, если и только если найдется
возрастающая функция s : [0,+∞)→ [0,+∞), дающая представление
S(x) =
∫ x
0
s(t)
t
dt.
Используя Лемму 6 вместе с Леммой 1 для условия S(0) = 0, можем записать
интеграл из (1) в виде∫ 1
0
S(tx)(1− x2)n−2xdx = −
1
2(n− 1)
∫ 1
0
(∫ tx
0
s(τ)
τ
dτ
)
d(1− x2)n−1.
Интегрирование по частям дает равенство∫ 1
0
S(tx)(1 − x2)n−2xdx =
1
2(n− 1)
∫ 1
0
s(tx)
x
(1− x2)n−1 dx.
Аналогично для интеграла (2) имеем∫ +∞
0
S(t)
t2λ−1
(1 + t2λ)2
dt =
1
2λ
∫ +∞
0
s(t)
t
dt
t(1 + t2λ)
.
Таким образом, соотношения (1) и (2) переходят соотв. в неравенства
1
2(n− 1)
∫ 1
0
s(tx)
x
(1− x2)n−1 dx 6 tλ для всех 0 6 t < +∞ ,
1
2λ
∫ +∞
0
s(t)
t
dt
1 + t2λ
6
pi(n− 1)
2λ
n−1∏
k=1
(
1 +
λ
2k
)
=
pi(n− 1)
λ2
·
1
B(λ/2, n)
,
где функция s > 0 — возрастающая, а в последнем равенстве использованы
те же свойства бета-функции Эйлера [3, гл. VII, § 1], что и в (3). Но мы не
уменьшим общности рассмотрения, если вместо такой произвольной функции
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s будем рассматривать произвольную возрастающую функцию h > 0, опреде-
ленную заменой h(x2) := 14(n−1) s(x), x > 0, что преобразует последнюю пару
соотношений в условие и неравенство
2
∫ 1
0
h(t2x2)
x
(1− x2)n−1 dx 6 (t2)λ/2 для всех 0 6 t < +∞ ,
2
∫ +∞
0
h(t2)
t
dt
1 + t2λ
6
pi
2
n−1∏
k=1
(
1 +
λ
2k
)
=
pi
λ
·
1
B(λ/2, n)
,
Отсюда после замен
x2 = x′, t2 = t′, λ/2 = α > 1/2
и переобозначения переменных x′ и t′ прежними x и t получаем∫ 1
0
h(tx)
x
(1 − x)n−1 dx 6 tα для всех 0 6 t < +∞ ,(18a)
∫ +∞
0
h(t)
t
dt
1 + t2α
6
pi
2
n−1∏
k=1
(
1 +
α
k
)
=
pi
2α
·
1
B(α, n)
.(18b)
Таким образом, Гипотезе 1 с λ > 1 эквивалентна более простая
Гипотеза 2. Пусть α > 1/2. Для любой возрастающей функции h > 0 на
[0,+∞) из условия (18a) следует неравенство (18b).
Возможна еще одна версия рассмотренных гипотез. Во-первых отметим, что
из некоторых соображений достаточно доказывать наши гипотезы для гладких
функций. Так, можем предполагать, что функция h в Гипотезе 2 непрерывно
дифференцируема, т. е. q := h′ > 0 на (0,+∞). Тогда интегрированием по
частям получается эквивалентная Гипотезам 1 и 2
Гипотеза 3. Пусть α > 1/2. Если q — положительная непрерывная функция
на [0,+∞), то из условия
(19)
∫ 1
0
( ∫ 1
x
(1− y)n−1
dy
y
)
q(tx) dx 6 tα−1 для всех 0 6 t < +∞
следует оценка∫ +∞
0
q(t) log
(
1 +
1
t2α
)
dt 6 piα
n−1∏
k=1
(
1 +
α
k
)
=
pi
B(α, n)
.
Внутренний интеграл в левой части (19) легко вычисляется и может быть
заменен на сумму:∫ 1
x
(1− y)n−1
dy
y
= − logx+
n−1∑
k=1
(−1)k
k
(1 − xk).
4. Некоторые оценки интеграла из (2) при условии (1)
В этом последнем разделе мы приведем некоторые оценки, которые не “до-
тягивают” до Гипотезы 1, но представляют некоторый интерес. Первая из них
сразу следует из заключения eqrefest:S Леммы 1 и цепочки равенств (4).
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Утверждение 2. Пусть S ∈ Inc+
(
[0,+∞)
)
, λ > 0 и для 2 6 n ∈ N выполнено
условие (1). Тогда справедлива оценка
(20)
∫ +∞
0
S(t)
t2λ−1
(1 + t2λ)2
dt 6
pi
2
·
n− 1
λ
(
1 +
1
2
·
λ
n− 1
)n−1 (
1 + 2 ·
n− 1
λ
)λ/2
.
По схеме доказательства последнего неравенства в [1, Основная лемма] мо-
жет быть установлено
Утверждение 3. В условиях Гипотезы 1 справедлива оценка
(21)
∫ +∞
0
S(t)
t2λ−1
(1 + t2λ)2
dt 6
pi(n− 1)
2λ
n−1∏
k=1
b
( λ
2k
)
,
где функция b : [0,+∞)→ R определена по правилу
b(x) :=
{
ex при x 6 1,
ex при x > 1,
и удовлетворяет неравенству b(x) 6 e(1 + x) при всех x > 0.
Обсуждения Гипотезы 1 приведены также в [5] и [6].
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